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용어 정의
소수

• 약수가 1과 자기 자신밖에 없는 2 이상의 자연수
• 소수는 무한히 많음

- 소수가 유한하다고 가정하고 귀류법 사용하면 증명 가능

• 임의의 자연수 𝑛에 대해, 소수가 등장하지 않는 길이 𝑛인 구간 존재
- 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 + 1일 때 𝑛 + 1 ! + 𝑘는 𝑘의 배수이므로 소수가 아님

• 임의의 자연수 𝑛에 대해, 𝑛 < 𝑝 ≤ 2𝑛인 소수 𝑝가 존재 
- 베르트랑 공준

• 𝜋(𝑥)를 𝑥이하 소수의 개수라고 하면, lim
𝑛→∞

𝜋 𝑥 log 𝑥

𝑥
= 1이 성립함

- 𝑥이하 소수의 개수는 𝑂(
𝑥

log 𝑥
)개

- 소수 정리
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용어 정의
2 이상의 자연수 𝑛을 소수들의 곱으로 표현하는 것: 소인수분해

• 𝑛 = 𝑝1
𝑒1𝑝2

𝑒2⋯𝑝𝑘
𝑒𝑘

• 소수들의 순서만 다른 경우를 같은 표현으로 보면, 소인수분해의 결과는 유일하게 존재
- 2개 이상이라고 가정하고 귀류법 사용하면 증명 가능

- 산술의 기본 정리

• 𝑛의 약수는 𝑝1
𝑓1𝑝2

𝑓2⋯𝑝𝑘
𝑓𝑘꼴 (단, 0 ≤ 𝑓𝑖 ≤ 𝑒𝑖)
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소수 판별
목표: 양수 𝑛이 주어졌을 때 𝑛이 소수이면 1, 소수가 아니면 0 반환하는 함수 작성

• 𝑛 = 1이면 0 반환
• 소수의 약수는 1과 자기 자신밖에 없으므로 2,3,⋯ , 𝑛 − 1중 하나로 나누어 떨어지면 0 반환
• 필요한 나눗셈 연산의 횟수: 𝑛번

5



소수 판별
목표: 양수 𝑛이 주어졌을 때 𝑛이 소수이면 1, 소수가 아니면 0 반환하는 함수 작성

• 사실 𝑛 이하까지만 확인해도 됨
- 𝑛 = 𝑝𝑞 (p ≤ 𝑞)일 때 𝑝 ≤ 𝑛 을 만족함

- 𝑝, 𝑞 > 𝑛 이면 𝑛 < 𝑝𝑞

- 동일한 방식으로 𝑛의 모든 약수를 찾을 수 있음

• 필요한 나눗셈 연산의 횟수: 𝑛번

6



소수 판별
목표: 양수 𝑛이 주어졌을 때 𝑛이 소수이면 1, 소수가 아니면 0 반환하는 함수 작성

• 연산을 조금 더 줄이고 싶다면...
- 2를 제외한 모든 소수는 홀수

- 따라서 n = 2인 경우를 제외하면 홀수 i만 봐도 충분함

- 필요한 나눗셈 연산의 횟수: 𝑛/2번
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소수 판별
목표: 양수 𝑛이 주어졌을 때 𝑛이 소수이면 1, 소수가 아니면 0 반환하는 함수 작성

• 연산을 조금 더 줄이고 싶다면...
- 2를 제외한 모든 소수는 홀수

- 따라서 n = 2인 경우를 제외하면 홀수 i만 봐도 충분함

- 필요한 나눗셈 연산의 횟수: 𝑛/2번

- 3보다 큰 모든 소수는 6k+1 또는 6k+5(or 6k-1)꼴
- 6k, 6k+2, 6k+4는 2의 배수

- 6k+3은 3의 배수

- 필요한 나눗셈 연산의 횟수: 𝑛/3번
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소인수분해
목표: 양수 𝑛의 소인수를 모두 출력하는 것

• 가장 단순한 방법
- 2부터 𝑛까지의 모든 정수를 차례대로 보면서

- 𝑛을 나눌 수 있으면 계속 나누기

• 필요한 나눗셈 연산의 횟수: 최대 𝑛 + log2 𝑛번
- 𝑛이 어떤 정수 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛으로 나눠지는지 확인하는 부분에서 𝑛 − 1번

- 실제로 𝑛을 나누는 것은 최대 log2 𝑛번
- 나눌 때마다 절반 이하가 되고, 1이 되면 더 이상 나눌 수 없음
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소인수분해
목표: 양수 𝑛의 소인수를 모두 출력하는 것

• 𝑛은 𝑛보다 큰 소인수를 중복을 포함해 최대 한 개 가질 수 있음
• 𝑛이하의 소수로 모두 나눠보면 됨
• 만약 마지막에 𝑛 ≠ 1이라면 𝑛도 소인수
• 필요한 나눗셈 연산의 횟수: 최대 𝑛 + log2 𝑛번
• 𝑛 이하의 소수만 사용하면 조금 더 빨라짐
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유클리드 호제법
최대공약수의 성질

• gcd 𝑎, 𝑏 = gcd 𝑎 , 𝑏

• gcd 𝑎, 0 = 𝑎

• gcd 𝑎, 𝑏 = gcd(𝑏, 𝑎)

• gcd 𝑎, 𝑏 = gcd 𝑎 ± 𝑏, 𝑏

- 𝑑 𝑎 𝑎𝑛𝑑 𝑑 𝑏 ⇔ 𝑑 𝑎 + 𝑏 𝑎𝑛𝑑 𝑑 𝑏

- 이므로 (a, b)의 공약수 집합과 (a+b, b)의 공약수 집합 동일함

- a-b도 동일하게 증명 가능

• gcd 𝑎, 𝑏 = gcd 𝑎 + 𝑛𝑏, 𝑏

- 위의 결과에서 수학적 귀납법 적용

• gcd 𝑎, 𝑏 = gcd 𝑎 𝑚𝑜𝑑 𝑏, 𝑏

- 𝑎 𝑚𝑜𝑑 𝑏 = 𝑟 이라고 하면 𝑎 = 𝑛𝑏 + 𝑟 인 정수 𝑛 존재

- 𝑎에서 𝑏를 여러 번 뺀다고 생각해도 됨
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유클리드 호제법
유클리드 호제법

• 두 정수 𝑎, 𝑏의 최대공약수를 구하는 과정
- 음수인 경우 절댓값을 취하면 되므로 𝑎, 𝑏 ≥ 0인 경우만 생각

- gcd 𝑎, 𝑏 = gcd(𝑏, 𝑎) 이므로 𝑎 ≥ 𝑏 인 경우만 생각

- gcd 𝑎, 0 = 𝑎 이므로 𝑎 ≥ 𝑏 ≥ 1 인 경우만 생각, 𝑏 = 0 이면 알고리즘 종료

• gcd 𝑎, 𝑏 = gcd(𝑎 𝑚𝑜𝑑 𝑏, 𝑏)

- 𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟 이라고 하면 gcd 𝑎, 𝑏 = gcd(𝑏, 𝑟), 𝑎 ≥ 𝑏 > 𝑟

- (𝑎, 𝑏)를 (𝑏, 𝑟)로 축소

- 이대로 𝑏를 0까지 끌고 내려가면 됨
- 𝑞 ≥ 1이므로 2𝑟 ≤ 𝑞 + 1 𝑟 = 𝑞𝑟 + 𝑟 ≤ 𝑞𝑏 + 𝑟 = 𝑎

- 따라서 𝑟 ≤ 𝑎/2 이므로 𝑏𝑟 ≤ 𝑎𝑏/2

- 𝑂(log 𝑎𝑏)번의 축소를 거치면 𝑏 = 0
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유클리드 호제법
BOJ 2609. 최대공약수와 최소공배수

• 두 자연수의 최대공약수와 최소공배수를 출력하는 문제
• lcm(a, b) = a * b / gcd(a, b)

- 계산 과정에서 나올 수 있는 최댓값은 ab

• lcm(a, b) = a / gcd(a, b) * b
- 계산 과정에서 나올 수 있는 최댓값은 lcm ≤ ab
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에라토스테네스의 체
목표: 1부터 𝑛까지의 소수를 모두 구하는 것

• 2는 소수, 2의 배수를 전부 제거
• 3은 소수, 3의 배수를 전부 제거
• 4는 이미 제거됨
• 5는 소수, 5의 배수를 전부 제거
• 6은 이미 제거됨
• 7은 소수, 7의 배수를 전부 제거
• ...

1 2 3 4 5 6
7  8 9 10 11 12

13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24
25 26 27 28 29 30
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에라토스테네스의 체
반복문의 반복 횟수

• 𝑛이하의 소수 𝑝에 대해, 𝑛보다 작거나 같은 𝑝의 배수를 제거

• σ𝑝≤𝑛
𝑛

𝑝
= 𝑛σ𝑝≤𝑛

1

𝑝
≤ 𝑛σ𝑘=1

𝑛 1

𝑘
≈ 𝑛 ln𝑛

• 따라서 약 𝑛 ln 𝑛번 이하의 반복만 필요함

• 사실 σ𝑝≤𝑛
1

𝑝
≈ ln ln 𝑛이라서 실제로는 약 𝑛 ln ln 𝑛번 이하의 반복만 필요함

- Mertens’ second theorem
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에라토스테네스의 체
BOJ 15965 K번째 소수

• K ≤ 500’000 번째 소수를 출력하는 문제
• 소수 정리에 의해 K번째 소수는 약 K ln K 정도

- 800만 이하에서 나옴

• 사실 j는 i*i부터 시작해도 됨
- 2i, 3i, 4i, ... , (i-1)i는 이미 앞에서 지워짐
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에라토스테네스의 체
에라토스테네스의 체 다시 살펴보기

• 소수 p의 배수를 지우는 과정을 다시 생각해 보자.
• 만약 x가 p에 의해서 처음으로 지워졌으면
• p는 x의 가장 작은 소인수

• 가장 작은 소인수가 곱해진 횟수 e[i]도 알 수 있음
- sp[j/i] = i 이면 e[i] = e[j/i] + 1

- 그렇지 않으면 e[i] = 1

1 2 3 4 5 6
7  8 9 10 11 12

13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24
25 26 27 28 29 30
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에라토스테네스의 체
소인수분해

• x의 가장 작은 소인수를 sp[x]라고 하면
• while(x > 1) x /= sp[x]; 
• 최대 log2 𝑥번의 나눗셈으로 x 소인수분해 가능

- x는 매번 절반 이상 감소
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곱셈적 함수
곱셈적 함수

• 서로소인 두 자연수 𝑛,𝑚에 대해 𝑓 𝑛 𝑓 𝑚 = 𝑓(𝑛𝑚)이 성립하는 함수 𝑓를 곱셈적 함수라고 부름

• 소인수분해
- 소수의 거듭제곱에 대한 함숫값을 빠르게 구할 수 있으면

- 소인수분해를 이용해 임의의 자연수의 함숫값을 빠르게 구할 수 있음

- 편의상 𝑛를 소인수분해해서 𝑛 = ς𝑝𝑖
𝑒𝑖로 나타내자.

- 𝑓 𝑛 = ς𝑓 𝑝𝑖
𝑒𝑖

• 예시
- 양의 약수의 개수 𝜏 𝑛 = ς(𝑒𝑖 + 1)

- 양의 약수의 합 𝜎 𝑛 = ς(1 + 𝑝𝑖 + 𝑝𝑖
2 +⋯+ 𝑝𝑖

𝑒𝑖) = ς
𝑝
𝑖

𝑒𝑖+1−1

𝑝𝑖−1

- 𝑛 이하 자연수 중 𝑛과 서로소인 개수 𝜙 𝑛 = 𝑛ς(1 − 1/𝑝𝑖)

- 이건 지금 몰라도 됨

19



곱셈적 함수
곱셈적 함수의 계산

• 에라토스테네스의 체를 이용하면 𝑓 1 , 𝑓 2 ,⋯ , 𝑓(𝑛)를 모두 계산할 수 있음

• 𝑛의 최소 소인수를 𝑝𝑘라고 하면 𝑓 𝑛 = 𝑓
𝑛

𝑝𝑘
𝑒𝑘

𝑓 𝑝𝑘
𝑒𝑘 =

𝑓
𝑛

𝑝𝑘
𝑓(𝑝𝑘

𝑒𝑘)

𝑓 𝑝
𝑘

𝑒𝑘−1
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